
UNIVERSIDAD SIMON BOLIVAR                                                                  Abril-Julio 2008
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS PURAS Y APLICADAS
MATEMATICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 1 

Contenido: Matrices. Operaciones con matrices. Sistemas de m ecuaciones con n incógnitas. 
Operaciones elementales de fila. Matriz escalonada, escalonada reducida. Métodos de Gauss y 
Gauss-Jordan. Sistemas con una solución, con infinitas soluciones e inconsistente: homogéneos 
y no homogéneos. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales 
.

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 1.3, 1.4, 1.5, 1.6  y 1.7 del texto. 
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Calcule: a) B + AC b) 2E – iF c) DC – 2C d) + B
2F

Solución:
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2. Dadas las matrices: 
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Donde a, b y c son números reales, con c distinto de cero, determine a, b y c tal que:

2A – B = 4C. 
Solución:
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3. a) Verifique que la matriz , donde ,  
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b) Dé un ejemplo  de una matriz que no tenga esa propiedad.

4. Dada la matriz , halle un vector columna   
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Solución:
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mientras que, 
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luego,   
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lo cual es cierto si y sólo si:

152 ('& aba    y 353 ('( bba

es decir, si 

13 &'( ba     y 32 '& ba

luego, el problema se reduce a resolver el sistema de ecuaciones
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5. Dado el sistema de ecuaciones: 
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a) Escriba la matriz aumentada del sistema 
b) Utilice el método de eliminación de Gauss para determinar todas las soluciones, si 

existen, del sistema dado. 

Solución:

a) La matriz aumentada del sistema es
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Al aplicar el método de Gauss a la matriz ampliada, se obtiene que ésta es equivalente a la 
matriz
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Por lo tanto, el sistema dado es equivalente al sistema: 
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el cual tiene infinitas soluciones. 

Despejando  en la segunda ecuación, se tiene: 2x
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si hacemos ,'3x , las soluciones del sistema planteado son: 
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6. Exprese los sistemas de ecuaciones dados de la forma bxA '
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Solución:

     a) b)
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7. Resuelva los sistemas de ecuaciones del ejercicio anterior. 

Solución:

          a) , b)
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8. Determine los valores de a, si existen, para que el sistema 
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a) Sea inconsistente 
b) Tenga infinitas soluciones. Halle las soluciones para este caso. 
c) Tenga solución única. Halle las soluciones para este caso. 

Solución:

Al aplicar el método de Gauss a la matriz ampliada del sistema 
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se obtiene que esta matriz es equivalente a la matriz 
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a) Si y  el sistema no tiene solución, luego el sistema es inconsistente si 

. Note que si  se obtiene 

042 '&a 02 /&a

2&'a 2&'a 40 &' , lo cual es una contradicción. 

b) El sistema tiene infinitas soluciones si 2'a . Para obtener dichas soluciones, se 

sustituye el valor de a en la matriz, y se obtiene la matriz: 
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Por lo tanto, el sistema equivalente, para este caso, es: 
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cuyas soluciones son: 
,&'1x , 1'y , ,'z ,  con R-,

c) El sistema tiene solución única si 2/a  y 2&/a , la matriz reducida es: 
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y la solución es: 
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9. Determine los valores de a, b y c, si existen, para que el sistema 
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a) Sea inconsistente 
b) Sea consistente 

Solución:

Al aplicar el método de Gauss a la matriz ampliada del sistema 
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se obtiene que ésta matriz es equivalente a la matriz 
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luego,

a) El sistema es inconsistente si 03 /&& bac . ¿Por qué? 

b) El sistema tiene solución si 03 '&& bac . En este caso, el sistema tiene infinitas 

soluciones. ¿Por qué? 

10. Estudie las soluciones del sistema:
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Solución:

Dado que el sistema es homogéneo, siempre es consistente, ya que todo sistema 
homogéneo siempre tiene la solución: 

0''' zyx

Veamos si tiene soluciones distintas de la trivial. Para ello, apliquemos el método de Gauss a la 
matriz ampliada del sistema: 
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lo que nos permite concluir, que la única solución del sistema planteado es la trivial. ¿Por qué? 

11. Halle los valores de k, si existen, para que el sistema 
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a) Sea inconsistente 
b) Tenga infinitas soluciones 
c) Tenga solución única. 

Solución:

Al aplicar el método de Gauss a la matriz ampliada del sistema 
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se obtiene que esta matriz es equivalente a la matriz 
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Si y   el sistema no tiene solución, luego el sistema es inconsistente si 042 '&k 02 /(k 2'k .

¿Por qué? 

Si , se obtiene la matriz 2&'k
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Y el sistema tiene solución única. ¿Por qué? 

Si  y Si , se obtiene la matriz 2&/k 2/k
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Y el sistema no tiene solución. ¿Por qué? 

Por lo tanto, el sistema tiene solución única para 2&'k , en cualquier otro caso no tiene 

solución.

12. Sea 
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La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales. Encuentre los valores de a y b para 
que el sistema.

a) Sea inconsistente 
b) Tenga infinitas soluciones 
c) Tenga solución única. 

Solución:

Al aplicar el método de Gauss a la matriz ampliada del sistema se obtiene que esta matriz A es 
equivalente a la matriz 

* +
* +
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Si y   el sistema no tiene solución. ¿Por qué?. * + 01 '& ba 01 /(b

Sea * + 01 '& ba

Observe que

* + 1o001 ''0'& baba

Se presentan dos casos: 

i) ) Sea . En este caso resulta la matriz0'a
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Si  el sistema es inconsistente. 1&/b

Si  el sistema tiene infinitas soluciones. ¿Por qué? 1&'b

ii) Sea . En este caso resulta la matriz1'b
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En este caso el sistema es inconsistente. ¿Por qué? 

Sea , entonces y* + 01 /& ba 0/a 1/b , En este caso resulta la matriz

* +
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El sistema tiene  solución única. 

En consecuencia, 

a) El sistema es inconsistente para 0'a y 1&/b , ó 1'b y cualquier valor de a.

b) El sistema tiene infinitas soluciones para 0'a y 1&'b

c) El sistema tiene solución única para 0/a y 1/b

8
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UNIVERSIDAD SIMON BOLIVAR                                                                  Abril-Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMATICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 2 

Contenido: Matriz identidad. Matriz invertible. Cálculo de la inversa de una matriz. Matrices 
equivalente por filas. Matriz transpuesta. Matriz simétrica. 

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 1.8  y 1.9 del texto. 

1. Determine si las matrices dadas son invertibles; en caso de ser invertible halle su inversa. 
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Solución:

a) La matriz A no es invertible, ya que la forma reducida por renglones de A:  
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tiene un renglón de ceros.  

b) La matriz B si es invertible, ya que su forma escalonada reducida por renglones tiene 3 
pivotes, y su inversa es la matriz: 
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Solución:
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3. Demuestre que si A, B y C son matrices invertibles de nxn, entonces la matriz ABCD '  es 

invertible y halle su inversa. 

( ) '&1
ABC ( )( ) 1

CAB
&' (La multiplicación de matrices es asociativa) 

                ( ) 11
ABC

&&' (Inversa de un producto de dos matrices invertibles) 

                ( )111
ABC

&&&' (Inversa de un producto de dos matrices invertibles) 

                       1-1-1-
ABC' (La multiplicación de matrices es asociativa) 
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Luego, La matriz ABCD ' es invertible, y su inversa 1
D
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D
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ABC

4. Halle la transpuesta de las matrices dadas: 
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Solución:
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5. Una matriz cuadrada A es simétrica si AA
t ' . Sean A y B dos matrices simétricas de nxn, 

demuestre que ( ) BAAB
t ' .

Solución:

Dado que A y B son matrices simétricas se tiene que  AA
t '  y BB

t ' . Además, se tiene que  

( ) ttt
ABAB ' . Luego: 

( ) BAABAB
ttt ''

6. Sea A una matriz de nxn. Demuestre que la matriz ( )t
AA

2

1
*  es simétrica. 

Solución:   
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Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

7. Una matriz cuadrada A es antisimétrica si AA
t &' . Demuestre que la matriz ( )t

AA
2

1
&  es 

antisimétrica. 

Solución:
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1 t &' ( )t
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2
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&&

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

8. Sea ( )jia'A  una matriz cuadrada antisimétrica de nxn. Demuestre que toda componente de 

la diagonal principal es cero. 

Solución:
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Sabemos que ( )ija't
A . Si AA

t &' , se tiene que, jiij aa &'  para todo i, j variando de 1 a n. 

En particular, para los elementos de la diagonal principal, se cumple que iiii aa &' , para todo 

ni ,,2,1  ' . Por lo tanto, 0'iia  , para todo ni ,,2,1  ' .

9. Sean A y B dos matrices cuadradas de nxn. Pruebe que la matriz tt
BAAB * es simétrica. 

Solución:

( )ttt
BAAB * ( ) ( )tttt

BAAB *' ( ) ( ) t
BAAB

ttttt *' tt
ABBA *' tt

BAAB *'

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

10. Sea A una matriz cuadrada 

a) Muestre que ( ) ( )2tt2
AA ' .

b) ¿Es cierto o falso que ( ) ( )tkkt
AA ' , para todo entero positivo k? 

Solución:   Sugerencia: use el problema 5 

11. Una matriz cuadrada se llama ortogonal si IAA
t ' . Compruebe que la matriz  
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cos  sen

 sen cos

es ortogonal para todo número real  .

12. Sean A y B dos matrices ortogonales de nxn. Diga si la matriz D =AB es ortogonal. 

Solución:

Observe que para determinar si la matriz D es ortogonal, debemos estudiar el producto 

( )( )t
ABAB . Teniendo en cuenta que por hipótesis se tiene que: IAA

t '  y IBB
t ' , se tiene 

entonces que: 

( )( )t
ABAB ( )( )tt

ABAB' ( ) 'tt
ABBA ( ) 't

AIA = IAA
t '

Luego, la matriz D = AB sí es ortogonal. 

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

13. Sean A y B dos matrices cuadradas de nxn. Pruebe que 

( ) ( ) CABACABA
tt1ttt-1 *'*

&

Solución:

( ) ( ) ( ) '*'*
ttt-1tt-1

CABACABA ( ) CABA
ttt-1 * ( ) CABA

tt1t *'
&

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

14. Sea A una matriz cuadrada invertible de nxn. Demuestre  que si B es una matriz cuadrada de 
nxn tal que 0AB '  entonces B es la matriz nula. 
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Solución:

+' 0AB ( ) +' &&
0AABA

11 ( ) +'&
0BAA

1 +' 0BI 0B '

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

15. ¿Será cierto +' 0AB 0B '  para cualquier par de matrices cuadradas A y B? 

Solución:

No, trate de hallar un contraejemplo.  

16. ¿Son los ejercicios 14) y 15) contradictorios?. Justifique su respuesta. 
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DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMATICA III  (MA-1116) 

CORRECCIÓN DE LA PRACTICA 1 

Nota:

Al final del  ejercicio del ejercicio 11) de la práctica 1, debe decir: 

Si 2 !k  y si 2!k , se obtiene la matriz 
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k

Y el sistema sólo tiene solución para 3(k . ¿Por qué? 

Por lo tanto, el sistema tiene solución única para 2 (k  ó 3(k , en cualquier otro caso no tiene 

solución. 
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UNIVERSIDAD SIMON BOLIVAR                                                                  Abril-Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMATICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 3 

Contenido: Determinantes. Propiedades de determinantes. Determinante de 1 A . Adjunta de 
una matriz. Cálculo de la inversa usando la adjunta. 

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 2.1, 2.2 y 2.4 del texto. 

1. Calcule los siguientes determinantes: 

          a)

314

423

001

                                   b)

198

765

864

             d)

4121

9375

2132

1245

 

   

 

         d) Rdcba

adc

ab

a

),,,con,0

00

    e) 1donde,
15

1 2  (
  

 
i

ii

i

Solución:

a) 10          b) 54               c) 30               d) 3a e) i42*

2. Dada la matriz  
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(

1421

5018

3052

4137

A

a) Calcule el menor M31 de la matriz A. 

b) Halle el valor del determinante 31M

c) Determine el cofactor A31

d) ¿Cuál  es el elemento a13 de la matriz Adj(A) 

Solución:

a)
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'  

(

142

305

413

31M      b) 4331 (M c) + , 431 31
13

31 ( ( *
MA     d) 4313 (a

3. Determine, sin efectuar cálculos, ¿cuáles de los siguientes determinantes son nulos? 
Justifique su respuesta. 
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a)

321

1505

301

 

(A       b)

300

020

001

(B c)

653

402

241

 

 

 

(C

Solución:

a) 0(A , ya que la segunda fila es múltiplo de la primera fila. 

b) 0!B , ya que la matriz B es una matriz diagonal y ningún elemento de la diagonal es igual a 

cero. 

c) 0(C , ya que la tercera columna es múltiplo de la primera columna. 

4. Si 4

321

321

321

 ((

ccc

bbb

aaa

A , calcule los determinantes de las matrices siguientes: 

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

(

123

123

123

ccc

bbb

aaa

B       
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

(

321

321

321

222

333

ccc

bbb

aaa

B         
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

***(

321

332211

321

444

ccc

cbcbcb

aaa

D

Solución:

4( ( AB La matriz B se obtiene intercambiando dos columnas distintas de A 

2423  (--( AC La matriz C se obtiene multiplicando la segunda fila de A por 3 y la 
tercera fila por 2 

4 (( AD Para obtener la matriz D se sumó a la segunda fila de A la tercera fila 
multiplicada por 4. 

5. Muestre que   

+ ,+ ,+ ,cbacab

cc

bb

aa

   (

1

1

1

2

2

2

Solución:

(

1

1

1

2

2

2

cc

bb

aa

(

  

  

0

0

1

22

22

2

acac

abab

aa

+ ,+ , (

*

*  

01

01

12

ac

ab

aa

acab + ,+ ,+ , (
*

*
   *

1

1
1

31

ac

ab
acab

                  + ,+ ,+ ,cbacab    (

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 
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6. Dada la matriz  

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

(

120

111

011

A

a) Halle Adj(A)    b) ¿Es la matriz A invertible? ,  

c) En caso de ser invertible determine su inversa a partir de  la adjunta de A y usando Gauss 
Jordan. Compare los resultados obtenidos. 

Solución:

 a)
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

 

  

  

(

022

111

111

)(AAjd        b) 02)det( ! (A , en consecuencia, la matriz A si es invertible. 

 c)

"
"
"
"
"
"

#

$

%
%
%
%
%
%

&

'

 

 

 

( 

011
2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

1A

7. ¿Para qué valores de k, si existen, la matriz ""
#

$
%%
&

'

 

 
(

k

k
A

14

3
 es invertible? 

Solución:

+ ,+ ,34 * ( kkA

Por lo tanto, A es invertible si y sólo si 4!k  y 3 !k . ¿Por qué? 

8. Dada la matriz  

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

 

 

(

544

101

121

A

a) Calcule + ,Idet . A

b) ¿Para cuáles valores de . , si existe, la matriz I. ( AD  es invertible? 

Solución:

a) + ,+ ,+ ,3216116

544

11

121

I 23  . .. (*. .*. (

.  

. 

 . 

(. A

b) D es invertible si y sólo si 3,2,1 !.!.!.  ¿por qué? 
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9. Dada la matriz  

""
#

$
%%
&

'

 

 
(

12

11
B

a) Calcule + ,Idet . B

b) Halle todos los valores reales o complejos de . , si existe, para los cuales 0I (. B

Solución:

a) + ,+ , 1211
12

11
I 2 *.(*.  . (

.  

 . 
(. B

b) iiB  (.(./(*./(. ó010I 2

10. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n. 

a) ¿Es siempre cierto que BAAB ( ?

b) Es cierto que + , + ,BAAB detdet ( ?

c) Existe alguna contradicción entre los resultados obtenidos en a) y b)? 

Solución:

a) Falso ¿Por qué? 
b) Cierto ¿Por qué? 
c) No existe ¿por qué? 

11. Sea A una matriz cuadrada tal que 4 (A , calcule:  

a) 3A             b) tA         c) 1 A

Solución:

a) 643  ((00( AAAAAAA

b) 4 (( AAt

c)
4

111  (( 

A
A

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 
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12. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n. Demuestre que si + , 0det (AB  entonces 

+ , 0det (A  o + , 0det (B

Solución:

+ , + , + , + , + , 0deto0det0detdet0det ((1(1( BABAAB

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

13. ¿El resultado obtenido en la pregunta anterior contradice el resultado de la pregunta 15) de la 
práctica 2?  

Solución:

No, ¿por qué? 

14. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Demuestre que si 1 ( AA  entonces 1
2
(A , por lo 

tanto, 1(A  ó 1 (A .

Solución:

1(0  I1AA + , 1det 1 (0  AA

Como 1 ( AA

+ , + , + , + , + , + ,2 3 1det1detdet1Adet1detdet
221 (1(1(1(0(0  AAAAAAA

15. Sean A, B y C matrices cuadradas de 4x4 con + ,
4

1
det (A  y 

"
"
"
"
"

#

$

%
%
%
%
%

&

'

 

 

(

1221

0800

1311

3421

B .

a) Calcule B

b) Si + , 4
11 IBACC t(  , calcule C

Solución:

a) 16(B

b) + , 1(  
4

11 IBACC t + ,+ , 1(  1det 11 tBACC + , + , 1("
#
$%

&
'   1detdet 11 t

BACC

          

                               + , + , 1(1   1detdet 11 BACC + , + , + , + , 1detdetdetdet 11 (  ABCC

                              + , + , + , + ,
+ , + ,

1(001(1   1
4

1
16

det

1

det

1
1detdetdetdet 11

CC
ABCC

                             + ,2 3 + , + , 2detó2det4det
2  ((1(1 CCC

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 
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16. Use las propiedades de los determinantes para demostrar que:  

(

*

*

*

*

dcba

dcba

dcba

dcba

1

1

1

1

dcba

dcbdcba

****(

****

1

1000

0100

0010

1

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

17. Sea A una matriz cuadrada 2x2 tal que ""
#

$
%%
&

'
(

42

210tAA , calcule 1 A .

Solución:

1""
#

$
%%
&

'
(

42

210tAA + , + , + , + ,2 3 + , 6det36det36detdet36det
2 4(1(1(1( AAAAAA tt

Como
A

A
11 ( , se tiene que 

6

1
ó

6

1 11  ((   AA

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 
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UNIVERSIDAD SIMÓN BOLIVAR                                                                  Abril-Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMÁTICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 4 

Contenido: Vectores en el plano y en el espacio. Producto escalar y proyecciones. Producto 
vectorial. Rectas y planos en el espacio. 

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 y 3.5 del texto. 

1. Dado los vectores:  !4,4"#u , $
%
&

'
(
)#

2

1
,11v  y  !0,3"#w , halle: 

a) wu 2
2

1
"      b)  !vuu * c) wuvu +"+

4

1
    d) v

u
proy

Solución:

a)  !2,4       b)  !218,228        c) 45"        d) $
%
&

'
(
) "

4

21
,

4

21

2. Describa todos los vectores  !yxu ,#  de R
2
 que son ortogonales al vector  !1,3 " .

Solución:

El vector u  debe satisfacer  !  ! 01,3, #"+yx .

 !  ! xyyxyx 30301,3, #,#",#"+

Luego, cualquier vector u de R
2
 ortogonal al vector  !1,3 "  tiene la forma  !  !3,13, xxxu ##  con 

Rx - .

3. Sean u  y v  dos vectores en R
3
 y c un número real. Demuestre que ucuc

vv
proyproy # .

Verifique este resultado con  !1,1,2 "#u ,  !1,5,3#v  y 2#c

Solución:

 !
#

+
# v

v

vuc
uc

v 2
proy

 !
#

+
v

v

vuc
2

#
+

v

v

vu
c

2
uc

v
proy

 !2,2,4 "#uc



 

 
Ejercicios tomados del Problemario Cálculo Vectorial, por publicar 

 

 

 

 

2

 !  !  ! #
**

+"
# 1,5,3

1259

1,5,32,2,4
proy uc

v
 ! #1,5,3

35

20  !1,5,3
7

4

 !  !  ! #
**

+"
+# 1,5,3

1259

1,5,31,1,2
2proy2 u

v
 ! #+ 1,5,3

35

10
2  !#1,5,3

35

20  !1,5,3
7

4

4. Calcule el área del paralelogramo generado por los vectores  !5,2,3#u  y  !7,2,1#v .

Solución:

vuA .#

kji

kji

vu 4164

721

523 *"##.

Por lo tanto, 

 !  ! 212184116116161616
2 ##**#**#.# vuA

5. Demuestre que  !  ! wuwuwuwu +*"#*+" 24242
22

Solución:

 !  ! #+"+"+*+#*+" wwuwwuuuwuwu 424242
22

422 wwuu "+*

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

6. Halle un vector de módulo 2 perpendicular a los vectores  !2,1,0#a  y  !2,4,1 "#b

Solución:

Sea c  el vector buscado. Entonces c  tiene la dirección de bxa . ¿Por qué? 

 !1,2,10 ""#bxa                     

La magnitud de bxa  es: 

105#bxa

Por lo tanto: 

 !1,2,10
105

2
""#c

7. Demuestre que si los vectores vu *2  y vu 3"  son colineales, entonces los vectores u  y v

son colineales. 
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Solución:

Como vu *2  y vu 3"  son colineales se tiene que: 

 !  ! 032 #"* vuxvu

 !  ! #"*"#"* vxvuxvvxuuxuvuxvu 36232 uxv7

Luego, 

007 #.,# uvuxv

Por lo tanto, vectores u  y v  son colineales 

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

8. Sean u  y v  dos vectores de R
3
 que forman entre sí un ángulo de 

4

 3
. Demuestre que 

vxuvu "#+ .

Solución:

$
%

&
'
(

)
#

4

 3
senvuvxu vu

2

2
#

y

#+vu $
%

&
'
(

)
4

 3
cosvu vu

2

2
"#

Por lo tanto, 

vxuvu "#+

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 

9. Sean u  y v  dos vectores ortogonales R
3
 con normas 3 y 

9

2
 respectivamente. Calcule 

 !  !vuxvu 42 "* .

Solución:

 !  !#"* vuxvu 42 #"*" vxvuxvvxuuxu 482 uxvuxvuxv 98 #*
Luego: 

 !  !vuxvu 42 "* 61
9

2
39

2

 
sen99 #+++#$

%
&

'
(
)## vuuxv

Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 
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10. Demuestre que la recta que pasa por los puntos de coordenadas  !1,1,0  y  !6,1,1 "  es 

perpendicular a la recta que pasa por los puntos  !1,2,4"  y  !2,6,1" .

Solución:

El vector director de la recta que pasa por los puntos de coordenadas  !1,1,0  y  !6,1,1 "  es 

 !5,2,11 "#v .

El vector director de la recta que pasa por los puntos de coordenadas  !1,2,4"  y  !2,6,1"  es 

 !1,4,32 #v .

058321 #*"#+vv

En consecuencia las rectas son ortogonales. 

11. Grafique el lugar geométrico de todos los puntos que satisfacen la ecuación 3#x .

       
a) En la recta          b) En el plano c) En el espacio. 

12. Halle las ecuaciones simétricas de la recta L que contiene el punto  !2,2,3 ""P  y es paralela 

a la recta 1L  de ecuación: zy
x

#"#
*

2
3

1
.

     Solución:

Dado que L y 1L  son paralelas, ambas tienen el mismo vector director 1,1,3 "#v .

Luego, el problema se reduce a hallar las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el 

punto dado que tiene la dirección del vector v . Por tanto, las ecuaciones simétricas de la recta L 

son:

2
1

2

3

3
*#

"
"

#
*

z
yx

13. Halle las ecuaciones simétricas y paramétricas de la recta L que contiene el punto  !3,1,0P  y 

es perpendicular a las rectas de ecuaciones 1L : 2"## zyx  y 2L : z
y

x ##"
2

1

    Solución:

Nota que, el vector director v  de la recta L debe ser ortogonal a los vectores directores 

1,1,11 #v  y 1,2,12 #v  de las rectas 1L  y 2L  respectivamente.  

Luego: 
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1,0,121 "#.# vvv        ¿Por qué? 

Por tanto, las ecuaciones simétricas de la recta  L son: 

1,3
1

#"#
"

yz
x

         o        1,3 #"#" yzx

y las ecuaciones paramétricas son: 
/
0

/
1

2

3*#
-3#

3"#

3

R,1

z

y

x

14. Halle la ecuación de la recta l de intersección de los planos de ecuaciones 1#** zyx  y 

0#* zx .

Solución:

Al resolver el sistema de ecuaciones 
0
1
2

#*
#**
0

1

zx

zyx

o

Se obtiene que el sistema tiene infinitas soluciones: zxy "## ,1

Las ecuaciones paramétricas de la recta l son: 

           IRcon1: -
/
0

/
1

2

"#
#
#

t

tz

y

tx

l

15. Halle la ecuación del plano que pasa por el punto de coordenadas  !1,2,1"  y contiene a la 

recta l de intersección de los planos de ecuaciones 2#"* zyx  y 132 #*" zyx

Solución:

Al resolver el sistema de ecuaciones 
0
1
2

#*"
#"*

132

2

zyx

zyx

Se obtiene que el sistema tiene infinitas soluciones:  !  !zyzx 53
3

1
,23

3

1
*#"#

Las ecuaciones paramétricas de la recta l son: 

           IRcon

3

51

21

: -
/
0

/
1

2

#
*#
"#

t

tz

ty

tx

l
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El problema ahora se reduce a hallar la ecuación del plano que pasa por el punto de 

coordenadas  !1,2,1"  y contiene a la recta l de ecuación IRcon

3

51

21

: -
/
0

/
1

2

#
*#
"#

t

tz

ty

tx

l

Para calcular al menos un punto de la recta, basta darle un valor a t, por ejemplo 0#t , de 

manera que, un punto de la recta es:  !0,1,1

El vector director de la recta l es  !3,5,2"#v
 

.

El vector director de la recta que pasa por los puntos de coordenadas  !1,2,1"  y  !0,1,1  es 

 !1,1,2 ""#u .

El vector normal del plano es uvn .#

#n  !  !  !8,4,21,1,23,5,2 ""#""."

O también:  !4,2,1 ""  (¿por qué?) 

La ecuación del plano es 

 !  ! 04,2,11,2,1 #""+""* zyx

142 #"*" zyx

16. Halle los puntos de intersección del plano obtenido en el ejercicio anterior con los ejes de 
coordenadas. 

Solución:

Intersección con el eje x: punto de coordenadas  !0,0,1"

    Intersección con el eje y: punto de coordenadas $
%
&

'
(
)

0,
2

1
,0

    Intersección con el eje z: punto de coordenadas $
%
&

'
(
) "

4

1
,0,0

17. Halle la intersección del plano obtenido en el ejercicio 15) con los planos coordenados. 

Solución:

Intersección con el plano XY: recta de ecuación: 0,12 ##*" zyx

Intersección con el plano XZ: recta de ecuación: 0,14 #"#* yzx

Intersección con el plano YZ: recta de ecuación: 0,142 ##" xzy
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18. Halle la ecuación del plano 4 que contiene al punto  !2,1,3Q  y es ortogonal a los planos  de 

ecuaciones 32: 1 #*" zyx  y 7: 2 #"* zyx

    Solución:

En este caso, el vector normal n  del plano 4 debe ser ortogonal a los vectores normales 1n  y 

2n  de los planos 1  y 2  respectivamente. Para hallar n  basta tomar 21 nnn .# . (¿por qué?). 

Luego, 3,3,0n # . Observe que, también se puede considerar al vector 1,1,0  como el vector 

normal del plano (¿por qué?). Por lo tanto, la ecuación del plano buscado es: 

3: #* zy .

19. Determine la ecuación del plano que contiene las rectas de ecuaciones: 

/
0

/
1

2

*"#
-*#

"#

tz

tty

tx

57

R,34

23

:L1    ;        
/
0

/
1

2

#
-*#

"#

sz

ssy

sx

10

R,64

42

:L 2

   Solución:

Observe que #5 21 LL 6 y 1L 77 2L . Demuéstrelo. 

En este caso, no se puede obtener el vector normal n   a partir de 21 vv . , donde 1v  y 2v  son 

los vectores directores de las rectas 1L  y 2L respectivamente, a pesar de ser ortogonal a 

ambos. (¿por qué?). 

Para hallar  n , se puede considerar los vectores 1v  y el vector PQ  con 1LP -  y 2LQ- . Sean P 

y Q los puntos de coordenadas  !7,4,3 " y  !0,4,2  respectivamente. (¿Cómo se obtienen?). Por 

lo tanto, 7,0,1PQ "# . Sea 3,9,21PQvn 1 #.# . También se puede considerar como vector 

normal del plano al vector kj3i7 **  , (¿por qué?). 

Por lo tanto, la ecuación del plano buscado es:  

2637 #** zyx .

20. Halle la distancia d del punto  !1,3,4 "Q  al plano 032 #""* zyx

    Solución:

Note que el punto Q no pertenece al plano (¿por qué?).  
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Sea L la recta que pasa por Q y es perpendicular al plano. Dado que L es perpendicular al plano, 

dicha recta tiene por vector director el vector n  normal del plano. Se tiene entonces que las 
ecuaciones paramétricas de L son: 

/
0

/
1

2

"#
-*"#

*#

sz

ssy

sx

1

R,23

4

:L

Como L interseca al plano, digamos que en un punto P  !000 ,, zyx , se tiene que P pertenece a 

la recta L, luego, existe un número real s tal que 

/
0

/
1

2

#
#

*#

sz

sy

sx

-1

2+3 -

4

0

0

0

y dado que P también pertenece al plano, se cumple que:  

032 000 #""* zyx ,

o también,

03)1()23(2)4( #"""*"** sss

al resolver la ecuación anterior, se tiene 1#s , luego, el punto P tiene coordenadas  !0,1,5 " .

Por definición de distancia, resulta que la distancia del punto Q al plano es igual a la longitud del 

segmento PQ . Al aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos del espacio, se obtiene que  

 !  !  ! 6103145PQd
222 #"**"*"##
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UNIVERSIDAD SIMÓN BOLIVAR                                                                  Abril-Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMÁTICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 5 

Contenido: Espacios vectoriales complejos y reales. Subespacios vectoriales. 

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 4.2 y 4.3 del texto. 

1. Sea V un espacio vectorial. Demuestre que 

i) 00  ! , para todo R"!

ii) 00  x , para todo Vx"

2. Sea V un espacio vectorial y sea 0  el elemento neutro de V para la adición. Demuestre que 

todo subespacio W de V contiene al 0 .

Solución:

Como W es un subespacio de V se tiene que #$W , luego existe Wy" . Además se tiene que 

para todo número real k, Wyk " , en particular, Wy"0 . Por el ejercicio anterior, 00  y . Por lo 

tanto Wy" 00 .

3. Diga si el conjunto dado es un espacio vectorial. Justifique su respuesta. 

a) El conjunto de todas las matrices de la forma %%
&

'
((
)

*

b

a

0

0
 con la adición de matrices y la 

multiplicación por un escalar usual. 

b) El conjunto de todas las matrices de la forma %%
&

'
((
)

*

bc

a 5
 con la adición de matrices y la 

multiplicación por un escalar usual. 

c) El conjunto de todas las funciones continuas en + ,1,0  ( + ,1,0C  ) con la adición de 

funciones y multiplicación por un escalar usual. 
d) El conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que tres, de la forma 

4)( 1
2

2
3

3 --- xaxaxaxp , con la adición y multiplicación por un escalar usual. 

e) El conjunto de todos los vectores de R
2
 con la suma definida por 

. / . / . /3,3,, 21212211 ---- - yyxxyxyx , para todo . / . / 2
2211 ,,, Ryxyx " , y la 

multiplicación por un escalar usual. 
f) El conjunto de todos los vectores de C

3
 con la suma y la multiplicación por un escalar 

usual. 
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Solución:

a) Si, b) No,    c) Si,    d) No, e) No f) Si 

Nota: En los casos a) y c) debe verificar que se cumplen todos los axiomas de espacio vectorial. 
En los casos b), d) y e) debe mostrar que no se cumple alguno de los axiomas. 

4. En cada caso, determine si el conjunto H dado es un subespacio del espacio vectorial V. 

a) + ,1,0CV  , con la adición y multiplicación por un escalar usual. 

+ ,
0
1
2

3
4
5

 6" 1)(:1,0
1

0

dxxfCfH .

b) 33xMV  , con la adición y multiplicación por un escalar usual. 

7
0

7
1

2

7
3

7
4

5

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 " 

f

ed

cba

AMAH x

00

0:33

c) 3RV   , con la adición y multiplicación por un escalar usual. 
7
0

7
1

2

7
3

7
4

5

 --"
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 0:3 zyxR

z

y

x

H

d) 3RV  , con la adición y multiplicación por un escalar usual. 
7
0

7
1

2

7
3

7
4

5

 --"
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 1:3 zyxR

z

y

x

H

e) 3PV  , con la adición y multiplicación por un escalar usual.  

8 9xbxaxxpPxpH -- " 23
3 )(:)(

f) 3PV  , con la adición y multiplicación por un escalar usual. 

8 9cxbxaxxpPxpH -- " 23
3 )(:)(

g) 3CV  , con la adición y multiplicación por un escalar usual. 
7
0

7
1

2

7
3

7
4

5

"
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

-

-

 30 C

dic

bia

H

Solución:

a) Sea Hgf ", . Entonces 1)(y1)(
1

0

1

0

 6 6 dxxgdxxf

Veamos si . / Hgf "-

. / 1211)()()()(
1

0

1

0

1

0

$ - 6 6- 6 - dxxgdxxfdxxgxf

Por lo tanto,

. / Hgf :-
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En consecuencia H no es un subespacio de V. 

b) i) HO" , por lo tanto #$H

Sean H

f

ed

cba

A "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 

1

11

111

1

00

0  , H

f

ed

cba

A "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 

2

22

222

2

00

0  y R"!

ii) veamos si HAA "- 21

 - 21 AA -
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

1

11

111

00

0

f

ed

cba

 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

2

22

222

00

0

f

ed

cba

%%
%
%

&

'

((
(
(

)

*

-

--

---

21

2121

212121

00

0

ff

eedd

ccbbaa

En consecuencia 

HAA "- 21

iii) Veamos si HA "! 1

 ! 1A  
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

!

1

11

111

00

0

f

ed

cba

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

!

!!

!!!

1

11

111

00

0

f

ed

cba

Por lo tanto 

HA "! 1

De i), ii) y iii) se concluye que H es un subespacio de V. 

c) i) H

0

0

0

0 "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 , por lo tanto #$H

Sean H

z

y

x

u "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 

1

1

1

 y H

z

y

x

v "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 

2

2

2

 y R"!

Por lo tanto, 

0111  -- zyx   y   0222  -- zyx

ii) Veamos si Hvu "-

 - vu -
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

1

1

1

z

y

x

 
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

2

2

2

z

y

x

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

-

-

-

21

21

21

yz

yy

xx

 ----- 212121 zzyyxx . /--- 111 zyx . / 000222  - -- zyx

En consecuencia Hvu "-
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iii) Veamos si Hu"!

 ! u  
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

!

1

1

1

z

y

x

%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

!

!

!

1

1

1

z

y

x

 !-!-! 111 zyx . / 00111  ;! --! zyx

Por lo tanto 

Hu"!

De i), ii) y iii) se concluye que H es un subespacio de V. 

d) H no es un subespacio de V, ya que H

0

0

0

0 :
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 , puesto que 10000 $ --

e) Sean Hxxbxaxp "-- 2
1

3
1)(   y  Hxxbxaxq "-- 2

2
3

2)(

Veamos si Hxqxp "- )()(

.

 - )()( xqxp . /--- xxbxa 2
1

3
1 . / -- xxbxa 2

2
3

2 . / . / Hxxbbxaa :---- 22
21

3
21

Por lo tanto,

Hxqxp :- )()(

En consecuencia H no es un subespacio de V. 

f) i) H0" , por lo tanto #$H

Sean Hxcxbxaxp "-- 1
2

1
3

1)(   , Hxcxbxaxq "-- 2
2

2
3

2)(   y R"!

ii) Veamos si Hxqxp "- )()(

 - )()( xqxp . /--- xcxbxa 1
2

1
3

1 . / -- xcxbxa 2
2

2
3

2 . / . / . /xccxbbxaa 21
2

21
3

21 -----

Por lo tanto,

Hxqxp "- )()(

iii) Veamos si Hxp "! )(

 ! )(xp . / --! xcxbxa 1
2

1
3

1 . / . / . /xcxbxa 1
2

1
3

1 !-!-!
En consecuencia 

Hxp "! )(
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De i), ii) y iii) se concluye que H es un subespacio de V. 

g) i) H

0

0

0

0 "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

 , por lo tanto #$H

Sean H

idc

iba

u "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

-

-

 

11

11

0  y H

idc

iba

v "
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

-

-

 

22

22

0  y R"!

ii) Veamos si Hvu "-

 - vu -
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

-

-

idc

iba

11

11

0  
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

-

-

idc

iba

22

22

0

. / . /

. / . / %
%
%

&

'

(
(
(

)

*

---

---

iddcc

ibbaa

2121

2121

0

En consecuencia Hvu "-

iii) Veamos si Hu"!

 ! u  
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

-

-

!

idc

iba

11

11

0
%
%
%

&

'

(
(
(

)

*

!-!

!-!

idc

iba

11

11

0

Por lo tanto 

Hu"!

De i), ii) y iii) se concluye que H es un subespacio de V. 

5. Sea 0x  un vector fijo de un espacio vectorial V. Muestre que el conjunto W que consta de 

todos los múltiplos escalares  0xc  es un subespacio de V. 

Solución:

Observe que 8 9RcxcyVyW " " ,/ 0

i) W0" ,  ya que 00 0  x . Por lo tanto #$W

Sean Wu" , Wv"  y R"!
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Por lo tanto, existen Rcc "21 ,  tal que 

01 xcu    y   02 xcv  

ii) Veamos si Wvu "-

 - vu -01 xc  02 xc . / 021 xcc -

En consecuencia Wvu "-

iii) Veamos si Wu"!

 ! u . / . / 0101 xcxc ! !

Por lo tanto 

Wu"!

De i), ii) y iii) se concluye que W es un subespacio de V. 

6. Muestre que el conjunto de todas las soluciones de bxA  , donde A es una matriz de mxn, 

no es un subespacio de R
n
 si 0$b

Solución:

Observe que 8 9bxARxW n  " / . Si 0$b  se tiene que W:0  (¿por qué?), en consecuencia 

W no es un subespacio de R
n
 (¿por qué?). 
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UNIVERSIDAD SIMÓN BOLIVAR                                                                  Abril-Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMÁTICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 6 

 
Contenido: Combinación lineal y espacio generado. Independencia lineal. Base y dimensión. 
Espacio fila y espacio columna. Rango y nulidad. 
  
Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 del texto. 
 

1. Determine, a partir de la definición, si los vectores   
!

"
##
$

%

1

1
 y   

!

"
##
$

%

1

2
 generan 

2R . 

Solución:  
 

Sea   
!

"
##
$

%
&

b

a
x  cualquier vector de 

2R  y veamos si se puede escribir como una combinación lineal 

de los vectores dados, es decir, si existen ' y ( en R tal que: 
 

  
!

"
##
$

%
()  

!

"
##
$

%
'&  

!

"
##
$

%

1

2

1

1

b

a
 

 
De aquí se obtiene el sistema 

*
+
,

()'&

()'&

b

a 2
 

que tiene solución para cualesquiera a y b (¿por qué?):    ( ba -&( ,    y   ab -&' 2 ) 

 

Luego, todo vector 2R
b

a
.  

!

"
##
$

%
puede ser escrito como 

/ 0 / 0   
!

"
##
$

%
-)  

!

"
##
$

%
-&  

!

"
##
$

%

1

2

1

1
2

b

a
baab  

En consecuencia, los vectores dados generan 
2R . 

 

2.  Diga si los vectores   
!

"
##
$

%

1

1
 y   

!

"
##
$

%

1

2
 son linealmente independientes o linealmente dependientes  

 
Solución:  
 
Supongamos que  
 

  
!

"
##
$

%
&  

!

"
##
$

%
()  

!

"
##
$

%
'

0

0

1

2

1

1
 

 
Entonces, se obtiene el sistema 

*
+
,

&()'

&()'

0

02
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cuya única solución es   
!

"
##
$

%
&  

!

"
##
$

%

(

'

0

0
(¿por qué?), luego ' = ( = 0. Por lo tanto, los vectores dados 

son linealmente independientes. 
 
 
3. Responda el ejercicio 1) usando el resultado obtenido en el ejercicio 2). 
 
Solución:  
 

Como dim 
2R = 2, y los vectores   

!

"
##
$

%

1

1
 y   

!

"
##
$

%

1

2
 son linealmente independientes se tiene que 

12

1
3
4

1*

1
+
,

  
!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%

1

2
,

1

1
 es una base para 

2R , por lo tanto 
2R = gen 

12

1
3
4

1*

1
+
,

  
!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%

1

2
,

1

1
. 

 

4. Determine si los vectores 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-1

0

1

, 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

1

2

0

 y 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

0

3

1

 son linealmente independientes o linealmente 

dependientes. 
 
Solución: 
 
Supongamos que 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

5)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

()
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

'

0

0

0

0

3

1

1

2

0

1

0

1

 

Entonces se obtiene el sistema 

1
*

1
+

,

&()'-

&5)(

&5)'

0

032

0

 

el cual sólo tiene la solución trivial 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

5

(

'

0

0

0

(¿por qué?), luego 0&5&(&' . En consecuencia, 

los vectores dados son linealmente independientes. 
 
 

5. Determine si los vectores x-1 , 23 x-  y x , generan 3P  (el espacio vectorial de todos los 

polinomios de grado menor o igual que 3). 
 
Solución:  
 
Como el conjunto generador está formado por vectores de P2 (el espacio vectorial de todos los 

polinomios de grado menor o igual que 2) no puede generar a P3, por ejemplo, 3

3 P.x  y no 

puede ser escrito como una combinación lineal de los vectores dados. 
 

6. a) Determine si los vectores x-1 , 23 x-  y x , generan 2P  (el espacio vectorial de todos los 

polinomios de grado menor o igual que 2). b) Escriba, si es posible, el polinomio 32)( 2 )& xxp  

como una combinación lineal de los vectores dados. 



3

 
Solución:  
 

a) Sea  2)( cxbxaxp ))& cualquier polinomio de 2P  y veamos si se puede escribir como una 

combinación lineal de los polinomios dados, es decir, si existen ' , ( y   en R tal que: 
 

&))& 2)( cxbxaxp / 0 / 0 xxx 5)()' 2-3-1  

 
De aquí se obtiene el sistema 

1*

1
+
,

(&

5)'&
()'&

-

-
3

c

b
a

  

 

que tiene solución para cualesquiera a , b y c (¿por qué?)    ( c-&( ,   3c)&' a y 3c))&5 ab ). 

 

Luego, todo polinomio 2)( cxbxaxp ))&  de 2P puede ser escrito como: 

 
2)( cxbxaxp ))& / 0/ 0 / 0 / 0xcbaxxca 3-3c--13 2 ))))&  

 

En consecuencia, los polinomios dados generan 2P . 

 

b) / 0 / 0 xxxxp 9-32--19)( 2 )&  

 

7. Determine si los vectores x- , xx 22 -  y 253 xx ) , son linealmente independientes o 

linealmente dependientes en 2P  

 
Solución:  
 
Supongamos que 

/ 0 / 0 / 0 0532 22 &)5)-()-' xxxxx  

 
Como esa ecuación es válida para toda x, si le damos a x los valores 1, -1 y 2, se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones: 
 

1
*

1
+

,

&5)'-

&5)()'

&5)(-'-

0262

023

08

 

 

el cual tiene infinitas soluciones de la forma / 0 / 066-6&5(' ,5,13,,  con .6 R, (¿por qué?).  

 

Por ejemplo, para 1&6  se obtiene que una solución del sistema planteado es 13&' , 5-&( , 

1&5 .  

 
Por lo tanto existen escalares no todos nulos que satisfacen  
 

/ 0 / 0 / 0 0532513 22 &))--- xxxxx  

 
En consecuencia, los vectores dados son linealmente dependientes. 
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Otra forma de determinar los escalares', (  y 5  que satisfacen la ecuación 
 

/ 0 / 0 / 0 0532 22 &)5)-()-' xxxxx  

es la siguiente:  
 

/ 0 / 0 / 0 0532 22 &)5)-()-' xxxxx 7 / 0 / 0 0325 2 &5)(-'-)5)( xx  

 

                                                                              7   
*
+
,

&5)(

&5)(-'-

05

032
 

                                                                              7
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

6

6-

6

&
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

5

(

'

5

13

 con .6 R. 

 
8. En M22  (el espacio vectorial de todas las matrices reales 2x2, determine si los vectores 

  
!

"
##
$

% -

04

12
,   

!

"
##
$

% -

51

30
 son linealmente independientes o linealmente dependientes. 

 
Solución: 
 
Supongamos que  

  
!

"
##
$

%
&  

!

"
##
$

% -
()  

!

"
##
$

% -
'

00

00

51

30

04

12
 

 
Entonces se obtiene el sistema 

1
1
*

1
1
+

,

&(

&()'

&(-'-

&'

05

04

03

02

 

 
cuya única solución es 0&(&'  (¿por qué?). 

 
Por lo tanto, los vectores dados son linealmente independientes. 
 

9. En M22 halle la dimensión del subespacio generado por   
!

"
##
$

% -

04

12
y   

!

"
##
$

% -

51

30
. 

 
Solución:  
 

Sea W = gen 
12

1
3
4

1*

1
+
,

  
!

"
##
$

% -
  
!

"
##
$

% -

51

30
,

04

12
, como los vectores dados son linealmente independientes ¿por 

qué?, se tiene que el conjunto 
12

1
3
4

1*

1
+
,

  
!

"
##
$

% -
  
!

"
##
$

% -

51

30
,

04

12
 es una base para W. En consecuencia dim W 

= 2. 
 
 
10. Si W es el subespacio del ejercicio 9) ¿Es W = M22? 
 
Solución:  
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No, ¿por qué? 
 

11.  Sea H = 
1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

&)).
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

0:3 zyxR

z

y

x

, diga si H es un subespacio de R
3
. En caso afirmativo, 

halle la dimensión de H y una base para H. 
 
Solución: 
 
H es un subespacio de  R

3
 (¿por qué?). 

 
Para determinar una base para H, hallemos los vectores que generan H. 
 

Note que si / 0 H,, .& zyxx  entonces sus componentes satisfacen la ecuación: 0&)) zyx , si 

resolvemos para x, resulta zyx --& , es decir, x  es de la forma 

 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

&
 
 
 

!

"

#
#
#

$

% --

&
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

1

0

1

0

1

1

zy

z

y

zy

z

y

x

x  

Por lo tanto, x  se puede escribir como una combinación lineal de los vectores 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

0

1

1

 y 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

1

0

1

,  y  

por lo tanto,  

H = gen 
1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

1

0

1

,

0

1

1

, 

 
Como los vectores son linealmente independientes (¿por qué?), una base B para H es el 
conjunto  

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

&

1

0

1

,

0

1

1

B  y dim H = 2 

 

12. Sea S =  
12

1
3
4

1*

1
+
,

  
!

"
##
$

%

-

-
  
!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%

11

11
,

11

11
,

01

10
,

10

01
, 

 
a) Determine una base para  el subespacio W = gen S 
b) Halle dim W. 

 
Solución: 
 
a) Veamos si los vectores son linealmente independientes o linealmente dependientes. 
Supongamos entonces que: 
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!

"
##
$

%
&  

!

"
##
$

%

-

-
8)  

!

"
##
$

%
5)  

!

"
##
$

%
()  

!

"
##
$

%
'

00

00

11

11

11

11

01

10

10

01
 

 
Entonces se obtiene el sistema de ecuaciones 
 

1
1
*

1
1
+

,

&8-5)'

&8)5)(

&8)5)(

&8-5)'

0

0

0

0

 

 
El cual tiene infinitas soluciones (¿por qué?). Por lo tanto, los vectores dados son linealmente 
dependientes. 
 
Hallemos el subespacio generado por S. 
 

Observe que si W
dc

ba
A .  

!

"
##
$

%
& , entonces A puede ser escrita como una combinación lineal de 

los vectores de S, es decir, 
 

  
!

"
##
$

%

-

-
8)  

!

"
##
$

%
5)  

!

"
##
$

%
()  

!

"
##
$

%
'&  

!

"
##
$

%

11

11

11

11

01

10

10

01

dc

ba
 

 
Entonces, se obtiene el sistema de ecuaciones 
 

1
1
*

1
1
+

,

&8-5)'

&8)5)(

&8)5)(

&8-5)'

d

c

b

a

 

 

El cual tiene solución sólo si 0y,0 &-&- adbc (¿por qué?). 

 
Luego 
 

  
!

"
##
$

%
)  

!

"
##
$

%
&  

!

"
##
$

%
&  

!

"
##
$

%

01

10

10

01
ba

ab

ba

dc

ba
 

 
Por lo tanto  

12

1
3
4

1*

1
+
,

  
!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%
&

12

1
3
4

1*

1
+
,

&&.  
!

"
##
$

%
&

01

10
,

10

01
geny:22 dabcM

dc

ba
W  

 

Como los vectores   
!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%

01

10
y

10

01
 son linealmente independientes (¿por qué?), el conjunto 

12

1
3
4

1*

1
+
,

  
!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%
&

01

10
,

10

01
B  

es una base para W. 
 
b) dim W =2 
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13. a) Determine una base para el subespacio W de P3 que consta de todos los vectores  de la 

forma cctatat ))) 23 . 

b) Halle dim W 

c) ¿Es ?3PW &  

 
Solución: 
 
a) Se tiene que 
 

9 :cctatattpPtpW )))&.& 23
3 )(:)(  

 
Dado que  

&))) cctatat 23 / 0 / 0123 ))) tctta  

 

9 :1,23 ))& tttgenW  

 

Como los vectores / 0 / 01y23 )) ttt  son linealmente independientes (¿por qué?), una base B 

para W es el conjunto 
 

9 :1,23 ))& tttB  

 
b) dim W = 2,       c) No (¿por qué?) 
 

14. Sean u , v  y w  tres vectores linealmente independientes de un espacio vectorial V. 

Demuestre que los vectores ,2wvu -)  wvu --   y wu )  son linealmente independientes. 

 
Solución: 
 
Supongamos 

/ 0 / 0 / 0 02 &)5)--()-)' wuwvuwvu    ( * ) 

 
De donde 

/ 0 / 0 / 0 02 &5)(-'-)(-')5)()' wvu  

 

Como u , v  y w  son linealmente independientes, la ecuación anterior se cumple si y sólo si: 

 

1
*

1
+

,

&5)(-'-

&(-'

&5)()'

02

0

0

 

 
El cual solución única 0&5&(&'  (¿por qué?) 

 
En consecuencia, la ecuación ( * ) se cumple si y sólo si 0&5&(&' , por lo tanto, los vectores 

,2wvu -)  wvu --   y wu )  son linealmente independientes. 
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15. Demuestre que si los vectores 1v  y 2v  de R
n
 son ortogonales y no nulos, entonces son 

linealmente independientes. 
 
Solución: 
 
Supongamos 

021 &()' vv     

 

;&()' 021 vv / 0 ;<&()'< 01211 vvvv ;&<()<' 02111 vvvv 0o00 1

2

1 &'&;&' vv  

 

Como 01 =v  se tiene que 0&' . En forma análoga se demuestra que 0&( .  

 
En consecuencia,  

0021 &(&'7&()' vv  

Por lo tanto, los vectores 1v  y 2v son linealmente independientes. 

 
Nota: Justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior. 
 
 
Nota: el ejercicio que sigue a continuación corresponde a parte de la materia que se evaluará en 
el tercer parcial 
 

16. Dada la matriz 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

--

-

&

363

242

121

A , halle el espacio nulo NA, la nulidad )(A> , la imagen 

(Imagen A), el rango )(A? , una base para  el espacio fila RA y una base para el espacio columna 

CA.

Solución: 
 

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

&.
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&& 0:3 vAR

z

y

x

vN A  

 
Luego, para hallar NA, se debe resolver el sistema 
 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

--

-

0

0

0

363

242

121

z

y

x

 

 
Lo cual implica resolver el sistema de ecuaciones 
 

1
*

1
+

,

&))-

&--

&))-

0363

0242

02

zyx

zyx

zyx
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El cual tiene infinitas soluciones de la forma 
 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

1

0

1

0

1

2

zy

z

y

x

 con Rzy .,  

Por lo tanto 
 

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

1

0

1

,

0

1

2

genAN  

 

En consecuencia 2)( &> A  ¿por qué? 

 

Como )> )(A 3)( &? A  (número de columnas de A) se tiene que 123)( &-&? A  

 
Se sabe que Imagen A = CA. Hallemos entonces CA. 
 
CA es el espacio generado por los vectores columnas de A. Es decir,  
 

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

-

&

3

2

1

,

6

4

2

,

3

2

1

genAC  

 
Consideremos la matriz  cuyas filas son los vectores columnas de A , es decir A

t
 

 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

-

--

&

321

642

321
tA  

 
La cual es equivalente por renglones a la matriz 
 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

% --

&

000

000

321

B  ¿por qué? 

 

Se tiene que BA
RR t & , en consecuencia, una base B ‘  para CA  (¿por qué?) es el conjunto  

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

-

&

3

2

1

'B  

 
Luego, 

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

-

&&

3

2

1

genImagen ACA  

 
RA es el espacio generado por los vectores filas de A. Es decir,  
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1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

-
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%-

&

3

6

3

,

2

4

2

,

1

2

1

genAR  

 
Como la matriz A es equivalentes por renglones a la matriz  
 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

% --

&

000

000

121

C ¿por qué? 

 

Se tiene que CA RR & , en consecuencia, una base C ‘ para RA  (¿por qué?) es el conjunto  

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

-&

1

2

1

'C  

 
Luego, 
 

1
2

1
3

4

1
*

1
+

,

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

-

-&

1

2

1

genAR  

 
Observe que   
 

AA CRAA dimdim)(Imagendim &&?&  
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UNIVERSIDAD SIMÓN BOLI VAR                                                                  Abril-Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMÁTICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 7 

Contenido: Espacio con producto interno. Vectores ortogonales. Norma de un vector. Conjuntos 
ortogonales y ortonormales. Proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt. Matriz ortogonal. 
Complemento ortogonal. Teoremas de proyección y aproximación de la norma. 

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 4.9 y 4.11 del texto. 

1. En R
3
 considere el producto 

332211 23, yxyxyxyx   !

donde 
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

!

3

2

1

x

x

x

x ,
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

!

3

2

1

y

y

y

y .

a) Verifique que yx,  es un producto interior. 

b) Si W = gen 
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

1

2

,

2

1

2

, halle una base ortonormal para W. 

c) Halle W/.

d) Halle una base ortonormal para W/.

e) Halle proyw/ v , donde 
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0!

0

1

3

v

f) Halle proyw v .

g) Halle la distancia d de v  a W/.

Solución:

a) Se debe verificar que cumple las condiciones de producto interno. 

b) Note que el conjunto B = 1 221,vv =
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

1

2

,

2

1

2

 es una base para W, ya que los vectores dados 

son linealmente independientes. (¿por qué?). Hallemos entonces una base B’= 1 221 u,u

ortonormal para W. (¿por qué debe tener dos vectores?), para ello apliquemos el proceso 
ortonormalización de Gramm-Schmidt: 

i) Calculemos 1u :

1

1
1

v

v
u !



2

donde: 2322112223, 111 !3 33 33!! vvv

Por lo tanto,

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

!

"
"
"
"
"
"
"

#

$

%
%
%
%
%
%
%

&

'

!

2

1

2

6

2

3

2

6

2

3

2

1u

ii) Calculemos 2u :

11222 ,' uuvvv 0!

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

!

2

1

2

6

2

2

1

2

6

2
,

0

1

2

0

1

2

'2v =
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0 7

1

2

9

2

2

2
2

'

'

v

v
u !

donde:  

7
3

2
','' 222 !! vvv .

En consecuencia, 

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

!

7

1

2

73

1
2u

El conjunto B’= 1 221,uu =
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

7

1

2

73

1
,

2

1

2

6

2
 es una base ortonormal para W 

c) Hallemos W/. Por definición W/ está formado por todos los vectores 
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

z

y

x

de R
3
 que son 

ortogonales a todos los vectores de W, es decir, 

W/ =
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

4!4
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

! Wtodapara,0,:R 3 wwv

z

y

x

v

por lo tanto, 
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

z

y

x

 satisface: 



3

0226

2

1

2

, !  !
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

zyx

z

y

x

   y    026

0

1

2

, ! !
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

yx

z

y

x

En consecuencia, 

W/ =
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

! !  4
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

! 0260226:R 3 yxyzyx

z

y

x

v .

d) Hallemos primero una base para W/, para ello resolvamos el sistema de ecuaciones: 

,
-
.

! 

!  

026

0226

yx

zyx

el cual tiene por solución: R,

0

3

1

0

3 4
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0!
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0!
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

xxx

x

z

y

x

, (¿por qué?). Por lo tanto: 

W/ = gen 
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

0

3

1

Y el conjunto B = 1 21v  =
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

0

3

1

 es una base para W/.

Hallemos ahora una base 1 21' uB !  ortonormal para W/. (¿por qué debe tener un vector?), para 

ello apliquemos el proceso de ortonormalización de Gramm-Schmidt: 

Calculemos 1u :

1

1
1

v

v
u !

donde:  

5 6 5 6 2100332113, 111 !3 0303 33!! vvv

En consecuencia:  

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0!

0

3

1

21

1
1u

Luego, una base ortonormal para W/ es el conjunto 

(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0!

0

3

1

21

1
'B

Note que  
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dim W + dim W/  = 2 + 1 = 3 = dim R
3
.

e) Hallemos proyw/ v .

Como B’ = 1 21u
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0!

0

3

1

21

1
 es una base ortonormal para W/ y dado que  

proyw/ v  = 11, uuv

se tiene que: 

proyw/ v  =  
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

0

3

1

21

1

0

3

1

21

1
,

0

1

3

 = 
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0!
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

0

3

1

7

5

0

3

1

21

15

f) Hallemos proyw v .

Como

1 221 ,' uuB !
(
)

(
*

+

(
,

(
-

.

"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

!

7

1

2

73

1
,

2

1

2

6

2
 es una base ortonormal para W 

Se puede calcular proyw v  a partir de la definición: 

proyw v  = 2211 ,, uuvuuv  

Pero también, como W tiene dimensión finita, al aplicar el teorema de proyección, se cumple que 

proyw v  = 0v  proyw/ v

luego,

proyw v  = 
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

!
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

00
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0

0

1

2

7

8

0

3

1

7

5

0

1

3

g) Hallemos la distancia d de v  a W/.

Dado que  

vproyvd w/0! = vproyw

se tiene que 

14
7

8

0

1

2

7

8

0

3

1

7

5

0

1

3

!!
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

!
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

00
"
"
"

#

$

%
%
%

&

'

0! vproyd w

2. En M22 considere el producto 
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5 6ABtrBA, t!

donde 22MBA, 4 , y tr(D) es la traza de una matriz D que se define como la suma de los 

elementos de la diagonal principal. 

a) Verifique que BA,  es un producto interior. 

b) Si W = gen 
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'

0

0
""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'

11

11
,

11

11
,

01

10
,

10

01
, halle una base ortonormal para W. 

c) Halle W/.

d) Halle una base ortonormal para W/.

e) Halle proyw/ v , donde ""
#

$
%%
&

'

0
!

03

12
v

f) Halle proyw v , ""
#

$
%%
&

'

0
!

03

12
v

g) Halle la distancia d de v  a W. 

Solución:

a) Se debe verificar que cumple las condiciones de producto interno. 

b) Hallemos primero una base para W. Por el ejercicio 12 de la práctica 6, tenemos que el 

conjunto 1 221 , vvB ! =
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'

01

10
,

10

01
 es una base para W. Hallemos entonces una base 

1 221 ,' uuB !  ortonormal para W. (¿por qué debe tener dos vectores?), para ello apliquemos el 

proceso de ortonormalización  de Gramm-Schmidt: 

i) Calculemos 1u :

1

1
1

v

v
u !

donde:  

2
10

01
tr

10

01

10

01
tr

10

01
,

10

01
,

2

1
2

1

t
2

1

111 !
7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'
!

7
7

8

9

:
:

;

<

"
"

#

$

%
%

&

'
""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
!

7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
!! vvv

Luego:  

""
#

$
%%
&

'
!

10

01

2

1
1u

ii) Calculemos 2u :

11222 ,' uuvvv 0!

""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
0""

#

$
%%
&

'
!

10

01

2

1

10

01

2

1
,

01

10

01

10
'2v = ""

#

$
%%
&

'

01

10
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Note que, en este ejemplo,  22' vv ! , esto es porque los vectores de la base B son ortogonales 

(verifíquelo). En este caso, para hallar la base ortonormal solo se requería normalizar los 
vectores de la base B. 

2

2
2

v

v
u !

donde: 2
10

01
tr

01

10

01

10
tr

01

10
,

01

10
,

2

1
2

1

t
2

1

222 !
7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'
!

7
7

8

9

:
:

;

<

"
"

#

$

%
%

&

'
""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
!

7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
!! vvv ,

Por lo tanto:

""
#

$
%%
&

'
!

01

10

2

1
2u

El conjunto 1 2!! 21 ,' uuB
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'

01

10

2

1
,

10

01

2

1
es una base ortonormal para W 

c) Hallemos W/. Por definición W/ está formado por todos los vectores ""
#

$
%%
&

'

dc

ba
de M22 que son 

ortogonales a todos los vectores de W, es decir, 

W/ = ()

(
*
+

(,

(
-
.

4!4""
#

$
%%
&

'
! Wtodapara,0,:M 22 wwv

dc

ba
v

por lo tanto, ""
#

$
%%
&

'

dc

ba
 satisface: 

0
10

01
, ! !""

#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
da

dc

ba
   y    0

01

10
, ! !""

#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'
bc

dc

ba

En consecuencia: 

W/ = ()

(
*
+

(,

(
-
.

! ! 4""
#

$
%%
&

'
! 0,0d:M22 bca

dc

ba
v

d) Hallemos ahora una base para W/.

Dado que:   4""
#

$
%%
&

'

dc

ba
 W/, si ad 0!   y bc 0! .

Se tiene que toda matriz de W se puede escribir como: 

""
#

$
%%
&

'

0
 ""

#

$
%%
&

'

0
!""

#

$
%%
&

'

00
!""

#

$
%%
&

'

01

10

10

01
ba

ab

ba

dc

ba
.

Por lo tanto: 

W/ = gen 
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0 01

10
,

10

01
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y el conjunto 1 2!! 21 , vvB
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0 01

10
,

10

01
 es una base para W/, ya que los vectores de B son 

linealmente independientes y generan a W/.

Hallemos ahora una base 1 221 ,' uuB !  ortonormal para W/. (¿por qué debe tener dos vectores?).   

Observe que  

"
"

#

$

%
%

&

'
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0
!""

#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0 10

01

01

10
tr

01

10
,

10

01
t

!"
"
#

$
%
%
&

'
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

' 0
!

10

01

01

10
tr 0

01

10
tr !""

#

$
%%
&

'

es decir, los vectores de la base B también son ortogonales, luego, para hallar una base B’ 
ortonormal solo se requiere normalizar dichos vectores: 

Calculemos 1u :

1

1
1

v

v
u !

donde: 

2
10

01
tr

10

01

1-0

01
tr

10

01
,

10

01
,

2

1
2

1

t
2

1

111 !
7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'
!

7
7

8

9

:
:

;

<

"
"

#

$

%
%

&

'
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'
!

7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0
!! vvv

En consecuencia:  

""
#

$
%%
&

'

0
!

10

01

2

1
1u

Calculemos 2u :

2

2
2

v

v
u !

2
10

01
tr

01

10

01-

10
tr

01

10
,

01

10
',''

2

1
2

1

t
2

1

222 !
7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'
!

7
7

8

9

:
:

;

<

"
"

#

$

%
%

&

'
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'
!

7
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0
!! vvv

De donde:  

""
#

$
%%
&

'

0
!

01

10

2

1
2u

Luego, una base ortonormal para W/ es el conjunto 

1 2!! 21 ,' uuB
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0 01

10

2

1
,

10

01

2

1

Note que dim W + dim W/  = 2 + 2 = 4 = dim M22.

e) Hallemos proyw/ v .
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Como 1 2!! 21 ,' uuB
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0 01

10

2

1
,

10

01

2

1
 es una base ortonormal para W/.

Dado que  

proyw / v  = 2211 ,, uuvuuv  

se tiene que: 

proy w / v ""
#

$
%%
&

'

07
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

'

0
!

10

01

2

1

03

12

10

01

2

1
tr ""

#

$
%%
&

'

07
7
8

9

:
:
;

<
""
#

$
%%
&

'

0""
#

$
%%
&

' 0
 

01

10

2

1

03

12

01

10

2

1
tr

                             ""
#

$
%%
&

'

0
!

10

01
""
#

$
%%
&

'

0 01

10
2  = ""

#

$
%%
&

'

00 12

21

f) Hallemos proyw v .

Como

1 2!! 21 ,' uuB
()

(
*
+

(,

(
-
.

""
#

$
%%
&

'
""
#

$
%%
&

'

01

10

2

1
,

10

01

2

1
 es una base ortonormal para W 

Se puede calcular proyw v  a partir de: 

proyw v  = 2211 ,, uuvuuv  

Pero también, como W tiene dimensión finita, se cumple que 

proyw v  = 0v  proyw/ v

Luego, 

proyw v ""
#

$
%%
&

'

0

0
!""

#

$
%%
&

'

00
0""

#

$
%%
&

'

0
!

11

11

12

21

03

12

g) Hallemos la distancia d de v  a W. 

Dado que  

vproyvd w0! vproyw/!

Se tiene que 

1055
12

21

12

21
tr

12

21

11

11

03

12 2

1

! !
7
7
8

9

:
:
;

<
"
"
#

$
%
%
&

'
""
#

$
%%
&

'

00""
#

$
%%
&

'

0

0
!""

#

$
%%
&

'

00
!""

#

$
%%
&

'

0

0
0""

#

$
%%
&

'

0
!d

3. En P2 considere el producto 
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=!
1

0

))q(p(qp, dttt

donde p, q 4 P2.

a) Verifique que qp,  es un producto interior. 

b) Si W/ = 5 61 2R,p:Pp 2 4 !4 aatat halle una base ortonormal para W/.

c) ¿Cuál es la dimensión de W. 
d) Halle una base para W. 

e) Halle proyw v , donde 23tv !

f)  Halle la distancia d de v  a W. 

Solución:

a) Se debe verificar que cumple las condiciones de producto interno 

b) Note que    W/ 1 2t ! 1gen , ¿(por qué?). Luego, el conjunto 

1 2!! 1vB 1 2t 1
es una base para W/.

Hallemos entonces una base 1 21' uB !  ortonormal para W. Para ello apliquemos el proceso de 

ortonormalización de Gramm-Schmidt: 

Calculemos 1u :

1

1
1

v

v
u !

donde:  

5 65 6
3

7
11,

2

1

1

0
111 !7

8

9
:
;

<
=   !! dtttvvv

Luego:  

5 6""
#

$
%
%
&

'
 ! tu 1

7

3
1

El conjunto 1 21' uB ! 5 6
()

(
*
+

(,

(
-
.

 ! t1
7

3
 es una base ortonormal para W/

c) dim W = dim P2 – dim W/ = 3 – 1 = 2 

d) Hallemos W. Por definición W está formado por todos los vectores p de P2 que son 

ortogonales a todos los vectores de W/, es decir, 

5 61 2/4!4  !!! Wtodapara,0,:Ptp 2
2 wwvctbtav

Por lo tanto, p(t) satisface: 

5 65 6 01
1

0

2 !=    dttctbta

5 6 5 65 6 0
1

0

32 !=      dtcttcbtbaa
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5 6
0

432

1

0

432 !78

9
:;

<  
 

 
 

 t
c

t
cb

t
ba

at

0
432
! 

 
 

 
 

ccbba
a

0
12

7

6

5

2

3
!  

cba

En consecuencia: 

W )
*
+

,
-
.

!4  !
7

b10a-18-
c:P2

2ctbta

Es decir,  

)
*
+

,
-
.

! 22

7

10
-,

7

18
-1genW ttt .

Como los vectores )
*
+

,
-
. 22

7

10
-y

7

18
-1 ttt

son linealmente independientes (¿por que?), una B para 

W es el conjunto: 

)
*
+

,
-
.

! 22

7

10
-,

7

18
-1 tttB .

e) Como W/ tiene dimensión finita, para   hallar proyw v , donde 23tv ! , se cumple que 

proyw v  = v - proyw/ v

Calculemos entonces la proyección de v  sobre W/.

Dado que 1 21' uB !
()

(
*
+

(,

(
-
.

 ! t
7

3

7

3
es una base ortonormal para W/, y como  

 proyw/ v 11, uuv!

se tiene que: 

proyw/ v 5 6 5 6 !"
"
#

$
%
%
&

'
  ! ttt 1

7

3
1

7

3
,3 2 5 6"

#

$
%
&

'
 t1

7

3
3 5 6=  
1

0

21 dttt 5 6t ! 1
4

3

Por lo tanto; 

proyw v 5 6! 0! tt 1
4

3
3 2 23

4

3

4

3
tt  00

f) Hallemos la distancia d de v  a W. 

Dado que  

!0! vproyvd w vproyw/

Se tiene que  

5 6
4

21
1

4

3

4

3

4

3 1

0

2 !=  ! ! dtttd
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UNIVERSIDAD SIMÓN BOLIVAR                                                                  Abril - Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMÁTICA III  (MA-1116) 

PRACTICA 8 

Contenido: Transformaciones lineales. Propiedades de las transformaciones lineales. Imagen y 
núcleo. Matriz asociada a una transformación lineal. 

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 5.1, 5.2 y  5.3 del texto. 

1. En cada caso, determine si la función T es una transformación lineal. 

a) T: R
4  R

2
, !!

"

#
$$
%

&

'

'
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

wy

zx

w

z

y

x

T

b) T: R
3  R

2
, !!

"

#
$$
%

&
(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

2

0
T

y
z

y

x

c) T: M23  M22, T(A)=AB, donde 
!
!
!

"

#

$
$
$

%

& )

(

10

02

11

B

d) T: P2  P1, * + xaaxaxaa 21
2

210T '(''

Solución:

a) Sean 

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

(

1

1

1

1

1

w

z

y

x

v
,

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

(

2

2

2

2

2

w

z

y

x

v
, R

4
  y -, R 

i) Veamos si  * + * + * +2121 TTT vvvv '('

* +
!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

'

'

'

'

('

21

21

21

21

21 TT

ww

zz

yy

xx

vv
* + * +
* + * + (!

!
"

#
$$
%

&

'''

'''
(

2121

2121

wwyy

zzxx
(!!
"

#
$$
%

&

'

'
'!!
"

#
$$
%

&

'

'

22

22

11

11

wy

zx

wy

zx * + * +21 TT vv '

Luego: * + * + * +2121 TTT vvvv '(' , para todo par de vectores 1v  y 2v  de R
4
.

ii) Veamos si  * + * +11  T T vv (
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* +(1 T v

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

-

-

-

-

1

1

1

1

T

w

z

y

x

= !!
"

#
$$
%

&

-'-

-'-

11

11

wy

zx
=

* +
* +!

!
"

#
$$
%

&

'-

'-

11

11

wy

zx
(!!
"

#
$$
%

&

'

'
-(

11

11

wy

zx * +1T v-

Por lo tanto, * + * +11 T T vv -( , para todo vector 1v  de R
4
 y para todo -, R. 

De i) y ii) se concluye que T es una transformación lineal. (Justifique cada uno de los pasos de la 
demostración) 

b) No es una transformación lineal (¿por qué?) 

c) Sean A, C , M23  y -, R

i) Veamos si * + * + * +C)TATCAT '('

T(A+C) = (A + C) B = AB + CB = T(A) + T(C) 

Luego: T(A+C) = T(A) + T(C)  para todo par de matrices A y C de M23.

ii) Veamos si  * + * +ATAT -(-

* + (-AT * + (- BA * +AB- * +AT-(

Por lo tanto, * + * +ATAT -(- , para toda matriz A de M23 y para todo -, R. 

De i) y ii) se concluye que T es una transformación lineal. (Justifique cada uno de los pasos de la 
demostración) 

d) Sean 2
210)( xaxaaxp ''( , 2

210)( xbxbbxq ''( , P2 y -, R

i) Veamos si * + * + ))T(q()p(T)q()p(T xxxx '('

* +(' )q()p(T xx * + * + * +* +2
221100T xbaxbaba '''''

                        * + * +xbaba 2211 '''(

                        * + * +xbbxaa 2121 '''(

                        * +2
210T xaxaa ''( * +2

210T xbxbb '''

                        * + ))T(q()p(T xx '(

Por lo tanto, * + * + ))T(q()p(T)q()p(T xxxx '(' para todo par de polinomios p y q de P2.

ii) Veamos si  * + * +)p(T)p(T xx -(-

* +(- )p(T x * +(-'-'- 2
210T xaxaa (-'- xaa 21 * +xaa 21 '- * +)p(T x-(
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Por lo tanto, * + * + ))T(q()p(T)q()p(T xxxx '(' , para todo polinomio p de P2 y para todo -, R. 

De i) y ii) se concluye que T es una transformación lineal. (Justifique cada uno de los pasos de la 
demostración) 

2. Halle el núcleo, la imagen, la nulidad y el rango de la transformación lineal del ejercicio 1a). 

Solución:

Se tiene que: 

.

.

/

.

.

0

1

.

.

2

.

.

3

4

!!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

,

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

(
0

0
T:R

w

z

y

x

nuT 4

w

z

y

x

Hallemos todos los vectores de R
4
que satisfacen la condición planteada.  

5!!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

0

0
T

w

z

y

x

!!
"

#
$$
%

&
(!!
"

#
$$
%

&

'

'

0

0

wy

zx

2
3
4

('

('
5

0

0

wy

zx

2
3
4

)(

)(
5

wy

zx

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

)
'

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&)

(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

5

1

0

1

0

!

0

1

0

1

 

w

z

y

x

, con R! , ,

                                                                ,  
Luego,  

.

.

/

.

.

0

1

.

.

2

.

.

3

4

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

)

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&)

(

1

0

1

0

,

0

1

0

1

gennuT

Como los vectores 

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

)

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&)

1

0

1

0

y

0

1

0

1

 son linealmente independientes (¿por qué?) se tiene que: 

2nuTdim(T) ((6

Hallemos ahora la imagen de T 

.

.

/

.

.

0

1

.

.

2

.

.

3

4

,

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

!!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

,!!
"

#
$$
%

&
( 42 Ralgúnpara,T:RTimagen

w

z

y

x

v

u

w

z

y

x

v

u

Note que 
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5!!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

v

u

w

z

y

x

T !!
"

#
$$
%

&
(!!
"

#
$$
%

&

'

'

v

u

wy

zx

2
3
4

('

('
5

vwy

uzx

                                                                     
Dado que el sistema de ecuaciones planteado tiene solución para cualesquiera u y v (¿por qué?) 

Imagen T = R
2

Por lo tanto 

* + 2TimagendimT" ((

¿Cómo se puede hallar * +T"  sin obtener previamente la imagen de T? 

3. Halle el núcleo, la imagen, la nulidad y el rango de la transformación lineal del ejercicio 1d.  

Solución:

* +7 80T:PnuT 2 ('',''( 22 cxbxacxbxa

* + 5('' 0T 2cxbxa xcxb 000 '(('
2
3
4

(

(
5

0

0

c

b
acxbxa (''5 2

                                                                              
Luego, 

781gennuT (
Por  lo tanto,

1nuTdim(T) ((6

Hallemos ahora la imagen de T 

* +7 822
1 Palgúnpara,T:PimagenT ,'''('','( exdxcbxaexdxcbxa 2

* + 5'('' bxaexdxc 2T bxaexd '('
2
3
4

(

(
5

be

ad

                                                                              

Dado que este sistema en las incógnitas c, d y e, tiene solución para cualesquiera a y b, se tiene 
que

Imagen T = P1= gen 7 8t,1

Por lo tanto 

* + 2TimagendimT ((9

4. Halle la matriz asociada AT en la base canónica a la transformación lineal del ejercicio 1a . 

Solución:
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La base canónica B de R
4
 es el conjunto 

.

.

/

.

.

0

1

.

.

2

.

.

3

4

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

(

1

0

0

0

,

0

1

0

0

,

0

0

1

0

,

0

0

0

1

B

Hallemos la imagen de cada uno de los vectores de la base: 

!!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

0

1

0

0

0

1

T ,      !!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

1

0

0

0

1

0

T ,     !!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

0

1

0

1

0

0

T ,     !!
"

#
$$
%

&
(

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

1

0

1

0

0

0

T

Luego, la matriz asociada es 

!!
"

#
$$
%

&
(

1010

0101
AT

Observe que como: 

(

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

w

z

y

x

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

0

0

0

1

x

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

'

0

0

1

0

y

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

'

0

1

0

0

z

!
!
!
!
!

"

#

$
$
$
$
$

%

&

'

1

0

0

0

w

se tiene que: 

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

w

z

y

x

TA !!
"

#
$$
%

&
(

1010

0101

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

w

z

y

x

!!
"

#
$$
%

&

'

'
(

wy

zx

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

(

w

z

y

x

T

Por otra parte, dado que nuT = Nu AT e  Imagen T = Imagen AT = CAT,  se tiene que:  

5. Halle el espacio nulo y la imagen de la matriz  

!!
"

#
$$
%

&
(

1010

0101
AT

Solución:

.

.

/

.

.

0

1

.

.

2

.

.

3

4

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&

)

!!
!
!
!

"

#

$$
$
$
$

%

&)

(

1

0

1

0

,

0

1

0

1

gennuAT   (¿por qué?, verifíquelo) 

Imagen AT = R
2

(¿por qué?, verifíquelo) 

6. Halle la matriz asociada en la base canónica a la transformación del problema 1d. 
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Solución:

La base canonica de P2 es el conjunto  7 82,,1B tt(  y la base canónica de P1 es el conjunto 

7 8t,1B1 ( .

Hallemos la imagen de cada uno de los vectores de la base B: 

1

0

0
000)1(T

B

t !!
"

#
$$
%

&
('(( ,

1

0

1
011)(T

B

tt !!
"

#
$$
%

&
('(( ,

1

1

0
0)(T 2

B

ttt !!
"

#
$$
%

&
('((

Luego, la matriz asociada es: 

!!
"

#
$$
%

&
(

100

010
AT

8. Halle la transformación lineal T:R
2 R

2
, cuya matriz asociada es: 

!!
"

#
$$
%

& )
(

10

31
AT

Solución:

Sea 2R,!!
"

#
$$
%

&

y

x
. Busquemos la imagen de !!

"

#
$$
%

&

y

x
.

!!
"

#
$$
%

&
!!
"

#
$$
%

& )
(!!
"

#
$$
%

&

y

x

y

x

10

31
T !!

"

#
$$
%

& )
(

y

yx 3
,

Es decir, T es la transformación lineal que a todo vector 2R,!!
"

#
$$
%

&

y

x
 lo transforma en el vector 

!!
"

#
$$
%

& )

y

yx 3
 de R

2
.

9. Halle la transformación lineal T:R
2 R

2
, cuya matriz asociada es: 

AT !!
"

#
$$
%

& )
(

 cos sen

 sen cos

Solución:

Sea 2R,!!
"

#
$$
%

&

y

x
. Busquemos la imagen de !!

"

#
$$
%

&

y

x
.

(!!
"

#
$$
%

&

y

x
T !!

"

#
$$
%

&
!!
"

#
$$
%

& )

y

x

cos sen 

sen cos 
!!
"

#
$$
%

&

'

)
(

cos sen 

sen cos 

yx

yx
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Es decir, T es la transformación lineal que a todo vector 2R,!!
"

#
$$
%

&

y

x
 lo transforma en el vector 

!!
"

#
$$
%

&

'

)

cos sen 

sen cos 

yx

yx
de R

2
.

10. Si T es la transformación lineal del ejercicio 9, haga la sustitución  

#cosrx ( y sen#ry (

a) Obtenga la imagen del vector !!
"

#
$$
%

& :

#sen

cos

r

r

b) Sea P cualquier punto del plano con coordenadas cartesianas * +yx ,  sea r la distancia del 

origen O al punto P, sea : el ángulo formado por el vector OP  y el eje positivo de las x. El par 

* +#,r  se le denomina coordenadas polares del punto P, y las ecuaciones #cosrx ( , sen#ry (
son las ecuaciones de transformación de coordenadas cartesianas a coordenadas polares.  
Interprete geométricamente esta transformación. 

Solución:

a)                      !!
"

#
$$
%

&

:

:

senr

r
T

cos
!!
"

#
$$
%

&

:':

:):
(

cos en cos

sen cos cos

rsensr

rsenr * +
* +!

!
"

#
$$
%

&

-':

-':
(

sen

cos

r

r

b) La transformación lineal T transforma cada punto del plano en coordenadas polares  * +#,r  en 

el punto de coordenadas * +-'#,r , es decir, T es una rotación del plano alrededor del origen, 

siendo  - el ángulo de rotación. 

11. Encuentre todas las transformaciones lineales de R
2
 en R

2
 tales que la recta 0(y  se 

transforme en la recta 0(x .

Solución:

Observe que la recta 0(y  es el conjunto * +7 8Rxx ,:0,

Definamos las transformaciones lineales abcT por

!!
"

#
$$
%

&
(!!
"

#
$$
%

&

c
Tabc

0

0

1
, !!

"

#
$$
%

&
(!!
"

#
$$
%

&

b

a
Tabc

1

0
 con Rcba ,,,

Entonces 

!!
"

#
$$
%

&

'
(!!
"

#
$$
%

&
'!!
"

#
$$
%

&
(!!
"

#
$$
%

&
'!!
"

#
$$
%

&
(!!
"

#
$$
%

&

bycx

ay

b

a
y

c
xyTxT

y

x
T abcabcabc

0

1

0

0

1
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12. Encuentre una transformación T: R
3 R

3
 tal que 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

(',
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

( 0zy-2x:RTimagen 3

z

y

x

Solución:

Si Timagen,
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

z

y

x

 se tiene que 
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

1

1

0

0

2

1

2 zx

z

zx

x

z

y

x

Es decir,  

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

(

1

1

0

,

0

2

1

genTimagen

Como los dos vectores son linealmente independientes, una base B para la imagen de T es el 
conjunto 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

(

1

1

0

,

0

2

1

B

Definamos la transformación lineal T por 

!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

0

2

1

0

0

1

T ,
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

1

1

0

0

1

0

T  y 
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

0

0

0

1

0

0

T

Entonces 

(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

1

0

0

0

1

0

0

0

1

TzTyxT

z

y

x

T
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'(
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'
!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

y

yx

x

zyx 2

0

0

0

1

1

0

0

2

1

Verifique que la imagen de la transformación definida es el plano de ecuación 02 (') zyx
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UNIVERSIDAD SIMÓN BOLIVAR                                                                  Abril-Julio 2008  
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS PURAS Y APLICADAS 
MATEMÁTICA III  (MA-1116) 

PRÁCTICA 9 

Contenido: Autovalores y autovectores. Matrices semejantes. Diagonalización. Diagonalización 
ortogonal. 

Nota: Además de los ejercicios aquí propuestos los estudiantes deben realizar los ejercicios de 
las secciones 6.3 y 6.4 del texto. 

1. Para cada una de las matrices dadas: 

i) Halle los autovalores de la matriz A 
ii) Halle los autovectores correspondientes a los autovalores obtenidos en la 

parte i). 
iii) Halle los espacios propios correspondientes a cada uno de los autovalores. 
iv) Indique la multiplicidad algebraica y la multiplicidad geométrica de cada 

autovalor.
v) Diga si la matriz A es diagonalizable. En caso afirmativo, halle una matriz 

diagonal D, y una matriz invertible P, tal que D = P
-1

AP.

a)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&

'

110

121

211

A ,          b)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

'

221

120

221

A ,           c)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

011

101

110

A ,

d)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

'

331

100

010

A ,            e)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

200

020

032

A ,              f)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

300

030

003

A .

Solución:

a) i)                                        
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&&

&&

&&

'(

 110

1 21

21 1

I-A

Luego:  

 IA & ) *1 +' ) *1 & ) * 2 & .

Por lo tanto, los autovalores o valores propios de la matriz A son: 1 1 &' , 1 2 ' , 2 3 ' .

ii) Hallemos los vectores propios correspondientes a cada autovalor: 

Para 1 &' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 
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!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

0

0

0

010

131

212

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

',

1

0

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 1 &' de la matriz A es el vector 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

1

v

Para 1 ' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&

0

0

0

210

111

210

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

',

1

2

3

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 1 ' de la matriz A es el vector 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

2

3

v

Para 2 ' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&&

0

0

0

310

101

211

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

',

1

3

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 2 '  de la matriz A es el vector 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

3

1

v

iii) Los espacios propios correspondientes a los autovalores 1 &' , 1 ' , 2 '  son: 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'&

1

0

1

genE 1 ,
.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

2

3

genE1   y   
.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

3

1

genE 2

iv) La multiplicidad algebraica de cada uno de los valores propios es 1. 
    La multiplicidad geométrica de cada uno de los valores propios es 1. 

v) La matriz A si es diagonalizable (¿por qué?). 

Una matriz diagonal D, y una matriz invertible P, tal que D = P
-1

AP, son las siguientes : 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'

200

010

001

D ,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

111

320

131

P
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b)  Dada la matriz  
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

'

221

120

221

A  se tiene que: 

i)                                                   
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&&

&

&

'(

 221

1 20

22 1

I-A

De donde, 

'&  IA ) * -1 ) *2
 2 &

Por lo tanto, los autovalores o valores propios de la matriz A son: 1 1 ' , 2  32 '' .

ii) Hallemos los vectores propios correspondientes a cada autovalor: 

Para 1 ' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

& 0

0

0

121

110

220

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 1 ' de la matriz A es el vector 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

'

1

1

1

v

Para 2 ' , sea 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

0

0

0

021

100

221

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

',

0

1

2

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 2 ' de la matriz A es el vector 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

1

2

v

iii) Los espacios propios correspondientes a los autovalores  1 '  y 2 '  son: 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

'

1

1

1

genE1   y   
.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

1

2

genE 2

iv) La multiplicidad algebraica de 1 es 1, mientras que la multiplicidad algebraica de 2 es 2. 
     La multiplicidad geométrica de cada uno de los valores propios es 1. 
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v) La matriz A  no es diagonalizable (¿por qué?). 

c) Dada la matriz  
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

011

101

110

A  se tiene que: 

i)                                    
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&

'(

 11

1 1

11 

I-A ,

Luego: '&  IA ) *2
1 + ) * 2 & .

Por lo tanto, los autovalores o valores propios de la matriz A son: 1  21 &'' , 2 3 ' .

ii) Hallemos los vectores propios correspondientes a cada autovalor. 

Para 2 ' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&

0

0

0

211

121

112

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

',

1

1

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 2 '  de  la matriz A es el vector 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

v

Para 1 &' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

0

0

0

111

111

111

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

+
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

1

"

0

1

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R"!, - ,

En consecuencia dos vectores propios asociados al autovalor 1 &'  de la matriz A son los 

vectores 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'

0

1

1

1v  y 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'

1

0

1

2v

iii) Los espacios propios correspondientes a los autovalores 1 &'  y 2 '  son: 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'&

1

0

1

,

0

1

1

genE 1   y   
.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

genE 2

iv) La multiplicidad algebraica del autovalor 1&  es 2 y la del autovalor 2 es1. 
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    La multiplicidad geométrica del autovalor 1&  es 2 y la del autovalor 2 es1. 

v) La matriz A si es diagonalizable (¿por qué?). 

Una matriz diagonal D, y una matriz invertible P, tal que D = P
-1

AP, son las siguientes: 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

'

200

010

001

D ,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

% &&

'

110

101

111

P

d) Dada la matriz  
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

'

331

100

010

A  se tiene que: 

i)                                             
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&&

&

&

'(

 331

1 0

01 

I-A ,

Luego: '&  IA ) *3 1& .

Por lo tanto, los autovalores o valores propios de la matriz A son:, 1   321 ''' .

ii) Hallemos los vectores propios correspondientes al auto valor obtenido: 

Para 1 ' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&

0

0

0

231

110

011

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 1 '  de la matriz A es el vector 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

v

iii) El espacio propio correspondiente al autovalor 1 '  es: 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

genE1

iv) La multiplicidad algebraica del valor propio es 3, pero su multiplicidad geométrica es1. 

v) La matriz A no es diagonalizable (¿por qué?). 
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e) Dada la matriz  
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

200

020

032

A  se tiene que: 

i)
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&

'(

 200

0 20

03 2

I-A ,

Luego: '&  IA ) *3 2 & .

Por lo tanto, los autovalores o valores propios de la matriz A son: 2   321 ''' .

ii) Hallemos los vectores propios correspondientes al autovalor 2. 

Para 2 ' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

0

0

0

000

000

030

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

+
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

"

0

0

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R"!, - ,

En consecuencia dos vectores propios asociados al autovalor 2 '  de la matriz A son los 

vectores 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

0

1

1v  y 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

2v

iii) El espacio propio correspondiente al autovalor, 2 '  es: 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

,

0

0

1

genE 2

iv) La multiplicidad algebraica del valor propio es 3, mientras que su multiplicidad geométrica es 
2.

v) La matriz A no es diagonalizable (¿por qué?). 

f) Da la matriz  
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

300

030

003

A  se tiene que: 

i)                                          
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

&

'(

 300

0 30

00 3

I-A ,

Luego: '&  IA ) *3 3 & .
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Por lo tanto, los autovalores o valores propios de la matriz A son: 3   321 ''' .

ii) Hallemos los vectores propios correspondientes al autovalor 3. 

Para 3 ' , sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

0

0

0

000

000

000

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

+
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

+
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

0

1

0

"

0

0

1

!

3

2

1

 

v

v

v

v , con R#",!, - ,

En consecuencia tres vectores propios asociados al autovalor 3 '  de la matriz A son los 

vectores: 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

0

1

1v ,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

1

0

2v   y  
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

3v

iii) El espacio propio correspondiente al autovalor, 3 '  es: 

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

,

0

1

0

,

0

0

1

genE3

iv) La multiplicidad algebraica del valor propio es 3, y su multiplicidad geométrica también es 3. 

v) La matriz A si es diagonalizable (¿por qué?). 

Una matriz diagonal D, y una matriz invertible P, tal que D = P
-1

AP, son las siguientes : 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

300

030

003

D ,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

100

010

001

P

NOTA:

Observe que los seis ejemplos anteriores muestran los casos que se nos pueden presentar para 
una matriz de tamaño 3x3, en las que el los autovalores asociados a la matriz son reales: 

a) Que la matriz tenga tres valores propios reales y distintos. En este caso se obtienen tres 
vectores propios linealmente independientes y la matriz es diagonalizable. 

b) Que la matriz tenga tres valores propios reales pero uno de ellos con multiplicidad 
algebraica dos, pero que el autovalor de multiplicidad algebraica dos tenga un solo 
vector propio asociado (tenga multiplicidad geométrica igual a 1). En este caso la matriz 
no es diagonalizable. 

c) Que la matriz tenga tres valores propios reales pero uno de ellos con multiplicidad 
algebraica dos, y que el autovalor de multiplicidad algebraica dos tenga un dos vectores 
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propios asociados (tenga multiplicidad geométrica igual a 2). En este caso la matriz es 
diagonalizable. 

d) Que la matriz tenga tres valores propios reales pero todos iguales (multiplicidad 
algebraica tres), pero que dicho autovalor tenga un solo vector propio asociado (tenga 
multiplicidad geométrica igual a 1). En este caso la matriz no es diagonalizable. 

e) Que la matriz tenga tres valores propios reales pero todos iguales (multiplicidad 
algebraica tres), pero que dicho autovalor tenga solo dos vectores propios asociados 
(tenga multiplicidad geométrica igual a 2). En este caso la matriz no es diagonalizable. 

f) Que la matriz tenga tres valores propios reales pero todos iguales (multiplicidad 
algebraica tres), pero que dicho autovalor tenga tres vectores propios asociados (tenga 
multiplicidad geométrica igual a 3). En este caso la matriz es diagonalizable. 

El otro caso que se puede presentar es que la matriz tenga tres valores propios uno real y dos 
complejos. En este caso se obtienen tres vectores propios linealmente independientes y la matriz 
es diagonalizable. 

2. Halle los autovalores y autovectores de la matriz   
!

"
##
$

%

&

&
'

35

11
A .

Solución:

  
!

"
##
$

%

&&

&&
'

 35

1 1
 I-A

Luego:  IA & ) *i1 ++' ) *i1 &+ .

Por lo tanto, los autovalores o valores propios de la matriz A son: i1 1 &&' , i1 2 +&' .

Hallemos los vectores propios correspondientes a cada autovalor: 

Para i1 +&' , sea   
!

"
##
$

%
'

2

1

v

v
v , tal que 

,  
!

"
##
$

%
'  

!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%

&&

&&

0

0

25

12

2

1

v

v

i

i

  
!

"
##
$

%

&
5'  

!

"
##
$

%
'

iv

v
v

2

1

2

1
, R!-

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor i1 +&'  de la matriz A es el vector 

  
!

"
##
$

%
&  

!

"
##
$

%
'  

!

"
##
$

%

& 1

0

2

1

i2

1
i .

Para i1 &&' , sea   
!

"
##
$

%
'

2

1

v

v
v , tal que

,  
!

"
##
$

%
'  

!

"
##
$

%
  
!

"
##
$

%

+&

&+

0

0

25

12

2

1

v

v

i

i

  
!

"
##
$

%

+
'  

!

"
##
$

%
'

iv

v
v

2

1

2

1 5 , con R!-

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor i1 &&'  de la matriz A es el vector 

  
!

"
##
$

%
+  

!

"
##
$

%
'  

!

"
##
$

%

+ 1

0

2

1

i2

1
i
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3. ¿Para qué valores de a es diagonalizable la matriz 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

300

01

002

aA  ? 

Solución:

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

(&

(&

(&

'(&

300

01

002

I aA ,

Por lo tanto, 

) *) *) *(&(&(&'(& 32 aIA

a) Si 2'a , se tiene que: ) * ) *(&(&'(& 32I
2

A  y en este caso los autovalores o valores 

propios de la matriz A son: 2 21 '('  y 3 3 ' .

Hallemos los autovectores en este caso: 

Para 2'(  sea 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

0

0

0

100

001

000

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

1

0

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 2'(  de la matriz A es el vector 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

1

0

v .

Como la multiplicidad algebraica (2) del autovalor 2 es diferente a su multiplicidad 
geométrica (1), la matriz no es diagonalizable para 2'a .

b) Si 3'a , se tiene que: ) *) *2
 3 2 IA &&'&  y en este caso los autovalores o valores 

propios de la matriz A son: 3 21 '('  y 2 3 ' .

Para 3'(  sea 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

,
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

0

0

0

000

001

001

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

+
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

"

0

1

0

!

3

2

1

v

v

v

v , con R"!, - ,
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En consecuencia dos vectores propios asociados al autovalor 3'(  de la matriz A son: 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

0

1

0

1v  y 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

0

0

2v

Para 2'(  sea 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

3

2

1

v

v

v

v , tal que 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

0

0

0

100

011

000

3

2

1

v

v

v

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

',

0

1

1

!

3

2

1

v

v

v

v , con R!- ,

En consecuencia un vector propio asociado al autovalor 2'(  de la matriz A es el vector 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'

0

1

1

v .

Como la multiplicidad algebraica de cada autovalor es igual a su multiplicidad geométrica 
la matriz A es diagonalizable para 3'a .

c) Si 26a y 36a , se tiene que: ) *) *) *(&(&(&'(& 32I aA  y en este caso los autovalores 

o valores propios de la matriz A son: , 2 1 ' , a'(2 y 3 3 ' . En este caso la matriz A 

si es diagonalizable. (¿por qué?) 

Luego, la matriz A es diagonalizable para todo valor de a excepto para 2'a .

4. Sea ( un valor propio de la matriz A, demuestre que ! &  es un valor propio de la matriz 

!IA &

Solución:

Como ( es un valor propio de la matriz A se tiene que ) * 0 IAdet '& .

Luego, 

) * ,'& 0 IAdet ) * 0!I-!I IAdet '+& ) * ) *) * 0I! !IAdet '&&&,

Por lo tanto, ! &  es un valor propio de la matriz !IA & .

Nota: justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior 

5. Sea ( un valor propio de la matriz A, demuestre que 
2  es un valor propio de la matriz 

2A

Solución:

Como ( es un valor propio de la matriz A se tiene que ) * 0 IAdet '& , además 

) *) * IA IAI A 22 +&'& .
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Luego, 

) *'& I Adet 22 ) *) *) *IA IAdet (+& ) * ) * 0 IAdet IAdet '+&'

Por lo tanto, 
2  es un valor propio de la matriz 

2A .

Nota: justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior 

6. Demuestre que si la matriz A es semejante a la matriz B entonces A
2
 es semejante a B

2
.

Solución:

Como A es semejante a B existe una matriz C invertible tal que BACC 1 '& , y 

,'& BACC 1 ) *) * ,'&& BBACCACC 11 221 BCAC '&

Por lo tanto, A
2
 es semejante a B

2
.

Nota: justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior 

7. Demuestre que si A es diagonalizable entonces A
2
 es diagonalizable. 

Solución:

Como A es diagonalizable existe una matriz diagonal D y una matriz invertible P tal que  

DAPP 1 '& .

Entonces, 

,'& DAPP 1 ) *) * ,'&& 211 DAPPAPP 221 DPAP '&

Como D
2
 es una matriz diagonal, A

2
 es diagonalizable. 

Nota: justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior 

                                     
8. Demuestre que si A es diagonalizable entonces A

t
 es diagonalizable. 

Solución 

Como A es diagonalizable existe una matriz diagonal D y una matriz invertible P tal que 

DAPP 1 '& . Veamos si A
t
 es diagonalizable. 

,'& DAPP 1 ) * t1
DAPP '& t ) * tt1tt

DPAP ', & ) * ) * ,' 
!
"#

$
%, && tt1t

t
11- DPAP

                                  ) * ) * tt1t
-1

t1- DPAP ' 
!
"#

$
%, &

Como D
t
 es una matriz diagonal A

t
 es diagonalizable. 

Nota: justifique cada uno de los pasos de la demostración anterior 

9. ¿Cuáles de las matrices del ejercicio 1) son diagonalizables ortogonalmente? 
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Solución:

Las c) y f) (¿por qué?) 

10. Encuentre la matriz ortogonal Q que diagonaliza la matriz del problema 1c). 

Solución:

Dada la matriz 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

011

101

110

A  tenemos que los espacios propios asociados a los autovalores 

son:

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

genE2   y    
.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'&

1

0

1

,

0

1

1

genE 1

Hallemos una base ortonormal para cada uno de los espacios propios. 

Sea
.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

B2  una base de 2E , dado que la base tiene un solo vector solo se requiere 

normalizarlo. 

Sea
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

v ,  entonces 3'v

Luego,  

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

'

1

1

1

3

1
B'2

es una base ortonormal para 2E .

Sea 7 8211 ,

1

0

1

,

0

1

1

B vv'
.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'&  una base para 1E& , apliquemos Gram Schmidt para hallar una 

base 7 8211 ,B' uu'&  ortonormal para 1E & .

Sea
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'

0

1

1

1v , entonces 21 'v .   Luego, 
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'

0

1

1

2

1
1u

Sea
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'

1

0

1

2v , luego, aplicando la fórmula ) * 11222 ' uuvvu 9&' , se tiene que   



 13

''2u   
!

"
##
$

%
&

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

2

1

1

0

1

'
 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

0

1

1

2

1
&

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

1

0

1

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

0

1

1

2

1

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

'

2

1

1

2

1
,

de donde 
2

6'
2 'u  y en consecuencia 

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

'

2

1

1

6

1
2u .

Luego,  

.
/

.
0

1

.
2

.
3

4

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%&

'&

2

1

1

6

1
,

0

1

1

2

1
B' 1

es una base ortonormal para 1E&

Por lo tanto, la matriz  

  
 
 

!

"

##
#
#

$

%

&

&&

'

202

132

132

6

1
Q

es una matriz ortogonal que diagonaliza a la matriz A.  

Verifique que  

 
 
 

!

"

#
#
#

$

%

&

&'

100

010

002

AQQ
t


